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Получены точные решения задачи о теплообмене в каналах в нестационарных 
условиях при малых значениях числа Био трубопровода при достаточно низких 
числах Брюна как без учёта, так и с учётом времени пребывания теплоносите-
ля в трубопроводе, часто встречающейся в инженерной практике при расчёте 
регенеративных теплообменных аппаратов. 
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Обозначения 
с — теплоёмкость, Дж/(кг·К); ср —  теплоёмкость при постоянном давлении, Дж/(кг·К); 
d — внутренний диаметр трубы, м; F — площадь поперечного сечения, м2; Но — инте-
гральный параметр гомохронности; St  — число Стантона; Т  — температура, К; U  — 
омываемый периметр, м; w  — скорость теплоносителя, м/с; х — продольная координа-

та, м; α — коэффициент теплоотдачи внутри трубы, Вт/(м2·К); δ — толщина стенки 

трубопровода, м; wλ  — коэффициент теплопроводности материала стенки, Вт/(м·К);   

ρ  — плотность, кг/м3; τ  — время, c. 

 
Введение 

В инженерной практике очень часто встречаются задачи расчёта нестационар-
ных температурных полей потока теплоносителя и стенки для тонкостенных трубопро-
водов в условиях относительно малой интенсивности теплообмена, когда число Био 
очень мало ( 1/Bi <<= wλαδ ). В связи с этим, представляет интерес точное решение 
задачи о нестационарном теплообмене в каналах при вышеуказанных условиях. 
 
1. Точное решение задачи о теплообмене в каналах в нестационарных условиях 
при малых значениях числа Био без учёта времени пребывания теплоносителя в 
трубопроводе 

Данная методика позволяет произвести расчёт динамики тонких трубопроводов 
с учётом имеющихся экспериментальных данных по нестационарному коэффициенту 
теплоотдачи. 

Закон изменения температуры теплоносителя на входе может быть произволь-



ным. 
Такого рода задачи применяются при расчёте регенеративных теплообменных 

аппаратов, выполненных в виде различных насадок (шаров, сеток, трубок и т.п.), кото-
рые заполняют трубу и периодически омываются горячими и холодными теплоносите-
лями, где пренебрегается перетечками теплоты по материалу насадки в продольном и 
поперечном направлениях [1]. 

В настоящее время отсутствуют достаточно простые инженерные методы реше-
ния этих задач, позволяющие учесть влияние нестационарных граничных условий на 
коэффициент теплоотдачи [2—4]. 

Для описания нестационарного теплообмена в трубе, по которой течёт теплоно-
ситель с известным коэффициентом теплоотдачи, достаточно рассмотреть одномерное 
уравнение энергии для теплоносителя и уравнение теплового баланса для стенки, кото-
рое заменяет уравнение теплопроводности при 1Bi <<  и при отсутствии перетечек теп-
ла вдоль оси трубы, что справедливо для достаточно тонкостенных труб, и при отсутст-
вии утечек тепла снаружи трубопровода (при достаточно низких числах Брюна Br ): 
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Система (1) решается при следующих граничных условиях: 
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Введём безразмерные переменные ( )τη ,x  и ( )τξ ,x  на основании того, что 

коэффициент теплоотдачи является известной функцией координаты и времени 
( )τα ,xf= : 
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ρ . В работах [2—4] 

доказывается, что система (1) сводится к следующему нижеприведённому виду для га-
зообразных теплоносителей ( ) ( ) ( )( ξηξηξ 0,, www TTT −=Δ ; 

( ) ( ) ( ))ξηξηξ 0,, bbb TTT −=Δ : 
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Для случая скачка температуры теплоносителя на входе в канал 

( ) ( )0, 111 bbb TTT −=Δ ηξ : 
 

,,0,0,0 1bbw ТТТ Δ=Δ==Δ= ξη                                                                           (6) 
 
решение системы (5), полученное с помощью преобразования Лапласа [2—4] выглядит 
следующим образом: 
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где  I0  — функция Бесселя мнимого аргумента нулевого порядка [5]: 

∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++Γ
=

0

2

2)1(!
1)(

ν

ν

νν

n

n
x

n
xI ,  где  — гамма-функция. ∫

+∞
−−=Γ

0

1)( dttey yt

При n = 0 имеем: 
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Вплоть до настоящего времени решение уравнения (5) в квадратурах (7)—(8) 

определяли только численным образом. 

Для определения 
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 использовались соответствующие диаграммы 

[1—4]. 
Аналогичные диаграммы приведены, например, в [1] для расчёта полей темпе-



ратур матрицы и теплоносителя для регенеративных теплообменников. 
В рамках данной работы ставится задача точного решения системы (5). 
Полученные точные решения системы (5) имеют широкую общность и могут 

быть непосредственно использоваться для расчётов нестационарных полей температур 
матрицы и теплоносителя для регенеративных теплообменных аппаратов. 

Для получения точного решения системы (5) необходимо разложить в степенной 
ряд экспоненциальную функцию и функцию Бесселя мнимого аргумента нулевого по-
рядка I0, входящие в квадратуры (7)—(8) [5]: 
 

n

n

n

n

n

n
e

n
e ηη ηη ∑∑

∞

=

−
∞

=

−
=⇒=

00 !
)1(

! ;                                                                                    (10) 

 

.
)1(!

2
2

)1(!
1)2(

0

0

2

0

∑

∑
∞

=

∞

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Γ

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+Γ

=

n

n
n

n

n

nn

nn
I

ηξ

ξη
ξη

                                                                      (11) 

 
Таким образом, имеем два степенных ряда: 
 

∑
∞

=

=
0

0 )2(
n

n
naI ηξη ;                                                                                                        (12) 

 
n

n
nbe ηη ∑

∞

=

=
0

,                                                                                                                       (13) 

 

где )1(! +Γ
=

nn
a

n

n
ξ

, !
)1(

n
b

n

n
−

= . 

Произведение экспоненциальной функции и функцию Бесселя мнимого аргу-
мента нулевого порядка равно: 
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После подстановки, получим: 
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Теперь необходимо провести интегрирование выражения, используя правило 
интегрирования бесконечных степенных рядов (15): 
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После подстановки пределов интегрирования, окончательно получим: 
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   Окончательные выражения для решений системы (1) будут выглядеть следую-
щим образом: 
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 Используя свойство гамма-функции m!1)Γ(m =+  [5], получим: 
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Расчёт по точным решениям (18)—(19) или (20)—(21)  полностью соответствует 

данным, представленным на диаграммах, приведённых в [2—4], однако расчёт по вы-
шеупомянутым решениям имеет перед последними неоспоримое преимущество, по-
скольку данные [2—4] получены численным образом, а решения (18)—(19) или (20)—
(21) являются точными аналитическими решениями. 

Преимущество точных решений состоит также в том, что они не имеют ограни-
чений относительно определяющих параметров ξ и η, имеющихся в [2—4]. 
 



3. Точное решение задачи о теплообмене в каналах в нестационарных условиях 
при малых значениях числа Био с учётом времени пребывания теплоносителя в 
трубопроводе 

Точные решения (20)—(21), полученные в предыдущем разделе, позволяют рас-
считать теплообмен в каналах в нестационарных условиях при малых значениях числа 
Био без учёта времени пребывания теплоносителя в трубопроводе, но не позволяют 
рассчитать теплообмен, если время пребывания теплоносителя в трубопроводе стано-
вится значительным. Вышеуказанные решения будут в полной мере справедливыми 
для относительно высоких скоростей потока, когда время пребывания теплоносителя в 
трубопроводе относительно невелико. Например, в настоящее время находят относи-
тельно широкое применение нагрев и охлаждение трубопроводов при малых расходах 
газа. В этом случае время пребывания теплоносителя в трубопроводе становится непо-
средственно сопоставимым с временем собственно самогó нестационарного процесса. 
Время пребывания теплоносителя в трубопроводе следует также учитывать для усло-
вий течения в каналах теплоносителей в виде капельных жидкостей. Для решения зада-
чи о теплообмене в каналах в нестационарных условиях при малых значениях числа 
Био с учётом времени пребывания теплоносителя в трубопроводе рассмотрим систему 
уравнений (1) с граничными и начальными условиями (2). Для этого введём безразмер-
ные переменные, несколько отличные от аналогичных безразмерных переменных, вво-
димых при решении задачи о теплообмене в каналах в нестационарных условиях при 
малых значениях числа Био без учёта времени пребывания теплоносителя в трубопро-
воде (3)—(4), на основании того, что коэффициент теплоотдачи является известной 
функцией координаты и времени ( )τα ,xf= : 
 

( ) ∫=
Ho

StdHox
0

;4, τη                                                                                                      (22) 

 

( ) ∫=
X

StdXx
0

,4, τξ                                                                                                         (23) 

 
В работах [2—4] доказывается, что система уравнений (1) может быть представлена 

в следующем виде: 
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Для случая скачка температуры теплоносителя на входе в канал 
( ) ( )0, 111 bbb TTT −=Δ ηξ : 

 
,,0,0,0 1bbw ТТТ Δ=Δ==Δ= ξη                                                                       (25) 

 



Решение системы (5), полученное с помощью преобразования Лапласа [2—4] выгля-
дит следующим образом: 
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 Для получения точного решения системы (24) применим тот же метод, который 
был применён ранее в рамках данной работы при решении задачи о теплообмене в ка-
налах в нестационарных условиях при малых значениях числа Био без учёта времени 
пребывания теплоносителя в трубопроводе. Окончательные выражения для решений 
системы (24) будут выглядеть следующим образом: 
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Расчёт по точным решениям (28)—(29) полностью соответствует данным, представ-

ленным на диаграммах, приведённых в [2—3, 6] для С = 1.0, но имеет перед последни-
ми неоспоримое преимущество, поскольку данные, представленные в [2—3, 6] получе-
ны численным образом. 

Преимущество полученных точных решений состоит также в том, что они не 
имеют ограничений относительно определяющих параметров ξ и η , имеющихся в [6], 

где приведены диаграммы для 
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 для следующего диапазона опреде-

ляющих параметров: η = 0 ÷ 100 ; ξ = 0 ÷ 5; С = 0,001 ÷ 100. 
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, приведённые в [6], позволяют детерминировать 

теплообмен в каналах в нестационарных условиях при малых значениях числа Био с 
учётом времени пребывания теплоносителя в трубопроводе с ограниченной точностью 
и с определённой дискретностью при ограниченном диапазоне определяющих пара-
метров. Вышеуказанных недостатков полностью лишены точные решения, полученные 



в рамках данной работы, следовательно, они имеют перед существующими численны-
ми решениями неоспоримые преимущества. 
 
Выводы 

В данном исследовании получены точные решения задачи о теплообмене в ка-
налах в нестационарных условиях при малых значениях числа Био с учётом времени 
пребывания теплоносителя в трубопроводе, часто встречающиеся в инженерной прак-
тике и могут применяться при расчёте регенеративных теплообменных аппаратов, в ко-
торых можно пренебречь перетечками теплоты по материалу насадки в продольном и 
поперечном направлениях. Полученные точные решения имеют неоспоримое преиму-
щество перед существующими численными, поскольку выявляют имманентную связь 
между определяющими и определяемыми параметрами; ими можно непосредственно 
воспользоваться при расчёте, не прибегая к помощи диаграмм или вычислительной 
техники. 
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